
Экспонента с мнимым показателем

Определение:
λ = α+ β𝑖 ∈ C, α, β ∈ R (1)

𝑒λ = 𝑒λ(cos β+ 𝑖 sin β) (2)

𝑒λ𝑥 : R → C,∀𝑥 ∈ R → 𝑒λ𝑥 = 𝑒α𝑥(cos β𝑥+ 𝑖 sin β𝑥) (3)

– Комплекснозначная функция вещественного аргумента.

𝑓(𝑥) : R → C = 𝑈(𝑥) + 𝑖𝑉 (𝑥) (4)

𝑈(𝑥), 𝑉 (𝑥) – вещественная и мнимая компоненты 𝑓(𝑥). 𝑓(𝑥) считается дифференцируемой/интегрируемой, если 𝑈 и 𝑉
дифференцируемы/интегрируемы.

Свойства:

1) 𝑒λ1𝑒λ2 = 𝑒λ1+λ2 , ∀λ1, λ2 ∈ C

2) 𝑑
𝑑𝑥 (𝑒

λ𝑥) = λ𝑒λ𝑥, ∀λ ∈ C, ∀𝑥 ∈ R

3)
∫𝑥0

0
𝑒λ𝑥𝑑𝑥 = 𝑒λ𝑥0−1

λ
, ∀λ ∈ C ∖ 0, ∀𝑥0 ∈ R

Доказательство второго свойства:
λ = α+ β𝑖, 𝑥 ∈ R (5)

𝑒λ𝑥 = 𝑒α𝑥(cos β𝑥+ 𝑖 sin β𝑥) = 𝑒α𝑥 cos β𝑥+ 𝑖𝑒α𝑥 sin β𝑥 (6)

𝑑

𝑑𝑥
(𝑒α𝑥) = (𝑒α𝑥 cos β𝑥)′ + 𝑖(𝑒α𝑥 sin β𝑥)′ = (α𝑒α𝑥 cos β𝑥− β𝑒α𝑥 sin β𝑥) + 𝑖(α𝑒α𝑥 sin β𝑥+ β𝑒α𝑥 cos β𝑥) = (7)

= 𝑒α𝑥 cos β𝑥(α+ β𝑖) + 𝑖(𝑒α𝑥 sin β𝑥(α+ β𝑖)) = λ𝑒α𝑥(cos β𝑥+ 𝑖 sin β𝑥) = λ𝑒λ𝑥 (8)
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